Ogolna teoria calki
Lista 5

Zad 1. Obliczy¢ granice

a) lim // sin” (2% +y?) dx dy, lim // A e "V dx dy,
=00 J J{(ay): a2 +y2<2m) n—oo ) Jgz L4am +y"

C) lim // (1 + T+ y) 6—3x—2y dr dy,
nee {(z,y): 2>0, z+y>0} n
d) lim// (1+(x—|—y) >9cda:d3/7
e {(z,y): 1<z<2, —1<y—z<1} 3
e) lim // <x +y) dx dy,
oo {(z,y): |:0\>17— ly|<1— 1} 2
lim /// nsm( L )e(_g_%_z) dx dydz.
e {(@.9,2): >0, y>0, 2>0} n?

Zad 2. Niech a : X — Y bedzie odwzorowaniem mierzalnym. Pokaza¢, ze dla kazdej miary
p na X funkcja zbioru (uo a™!), gdzie

(oa ) (w) = pulat(w)) dla mierzalnego podzbioru w C Y
jest miara na Y.

Definicja. Mowimy, ze mierzalne odwzorowanie o : X — X zachowuje miare u lub, ze
miara p jest a-niezmiennicza, jesli p = p o a.

Zad 3. Sprawdzi¢, ze odwzorowanie o : X — X zachowuje miare u, gdzie
a) a(r) =1—|2z — 1], X =[0,1], jest odwzorowaniem trojkatnym, p = m,

b) a(x) =4x(1 —z), X =0, 1], jest odwzorowaniem logistycznym, u jest miara zadana
1

przez gestos¢ f(x) = T

¢) a(z) = 2%, X = St = {2 € C: |z| = 1}, jest endomorfizmem okregu, p jest unormo-
wang jednowymiarawg miarg na S?,
d) a(xz) =3z (mod 1), X = [0, 1), jest przesunieciem Markowa, p jest miara Cantora.

Zad 4 (Zamiana zmiennych). Pokaza¢, ze dla dowolnego odwzorowania mierzalnego
a: X — X i funkcji catkowalnej f mamy

/X(fo&)duz/xfd(uoa‘l)-

Jesli dodatkowo « jest injekcja taka, ze a(X) jest zbiorem mierzalnym, a o™ : a(X) — X
odwzorowaniem mierzalnym, to dla kazdego mierzalnego zbioru A C X mamy

/(J(A)fd“:/x(foa)d(uoa).

Zad 5. Niech p bedzie miarg Cantora. Korzystajac z powyzszego zadania obliczy¢ naste-
pujace momenty miary p

a) / x du, b) / z* dp, c) / 3 du.
0,1] 0,1] 0,1]

Wyznaczy¢ rekurencyjna formute na n-ty moment f[o 1 x™dp.

Zad 6. Niech p bedzie miarag Cantora. Wykaza¢ formute

n

1 2
e dy = lim — 1+ e3F
Am p=lim T+ eih),

k=1



