
Ogólna teoria caªki

Lista 5

Zad 1. Obliczy¢ granice

a) lim
n→∞

∫ ∫
{(x,y): x2+y2≤2π}

sinn(x2+y2) dx dy, b) lim
n→∞

∫ ∫
R2

+

xn + yn

1 + xn + yn
e−x−y dx dy,

c) lim
n→∞

∫ ∫
{(x,y): x>0, x+y>0}

(
1 +

x + y

n

)n

e−3x−2y dx dy,

d) lim
n→∞

∫ ∫
{(x,y): 1<x<2, −1<y−x<1}

(
1 +

(
x + y

5

)n)
x dx dy,

e) lim
n→∞

∫ ∫
{(x,y): |x|≥1− 1

n
, |y|<1− 1

n
}

(
x2 + y2

2

)n

dx dy,

f) lim
n→∞

∫ ∫ ∫
{(x,y,z): x≥0, y≥0, z≥0}

n sin
(xyz

n2

)
e(−

x
2
− y

4
−z) dx dy dz.

Zad 2. Niech α : X → Y b¦dzie odwzorowaniem mierzalnym. Pokaza¢, »e dla ka»dej miary
µ na X funkcja zbioru (µ ◦ α−1), gdzie

(µ ◦ α−1)(ω) := µ(α−1(ω)) dla mierzalnego podzbioru ω ⊂ Y

jest miar¡ na Y .

De�nicja. Mówimy, »e mierzalne odwzorowanie α : X → X zachowuje miar¦ µ lub, »e
miara µ jest α-niezmiennicza, je±li µ = µ ◦ α.

Zad 3. Sprawdzi¢, »e odwzorowanie α : X → X zachowuje miar¦ µ, gdzie

a) α(x) = 1− |2x− 1|, X = [0, 1], jest odwzorowaniem trójk¡tnym, µ = m,

b) α(x) = 4x(1− x), X = [0, 1], jest odwzorowaniem logistycznym, µ jest miar¡ zadan¡
przez g¦sto±¢ f(x) = 1

π
√

x(1−x)
,

c) α(z) = z2, X = S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, jest endomor�zmem okr¦gu, µ jest unormo-
wan¡ jednowymiaraw¡ miar¡ na S1,

d) α(x) = 3x (mod 1), X = [0, 1), jest przesuni¦ciem Markowa, µ jest miar¡ Cantora.

Zad 4 (Zamiana zmiennych). Pokaza¢, »e dla dowolnego odwzorowania mierzalnego
α : X → X i funkcji caªkowalnej f mamy∫

X

(f ◦ α) dµ =

∫
X

f d(µ ◦ α−1).

Je±li dodatkowo α jest injekcj¡ tak¡, »e α(X) jest zbiorem mierzalnym, a α−1 : α(X) → X
odwzorowaniem mierzalnym, to dla ka»dego mierzalnego zbioru A ⊂ X mamy∫

α(A)

f dµ =

∫
X

(f ◦ α) d(µ ◦ α).

Zad 5. Niech µ b¦dzie miar¡ Cantora. Korzystaj¡c z powy»szego zadania obliczy¢ nast¦-
puj¡ce momenty miary µ

a)

∫
[0,1]

x dµ, b)

∫
[0,1]

x2 dµ, c)

∫
[0,1]

x3 dµ.

Wyznaczy¢ rekurencyjn¡ formuª¦ na n-ty moment
∫

[0,1]
xn dµ.

Zad 6. Niech µ b¦dzie miar¡ Cantora. Wykaza¢ formuª¦∫
[0,1]

ex dµ = lim
n→∞

1

2n

n∏
k=1

(1 + e
2

3k ).


